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Zielgruppe

Dieser Text richtet sich an ambiti onierte Taucher mit funderten mathematischen Kenntnissen. Er soll
dazu dienen, dal3 Verstandnis des Models zu erweitern undes Rechnergerecht darzustellen. Am Ende
wird eine Formel préasentiert, mit der ohrne ohre Interpoation de Séttigung von Auf- und Abstiegen
mit konstanter Geschwindigkeit berechnet werden kann.

Vorbemerkung

Die nachfolgende Beschreibung bezieht sich vornehmlich auf die mathematischen Eigenschaften des
Biahlmannmodells. Jedem sollte klar sein, dal3 ein Modell nur einige Aspekte der Wirklichkeit
nachempfindet und daraus versucht moglichst genaue Vorhersagen abzuleiten. Eine Annahme des
Bihimannmodellsist z.B. das sch verschiedene Gewebe mit unterschiedlichen Halbwertszeiten nicht
Gegenseitig bednflusen. Der menschliche Kérper verhdt sich nicht sol Selbstverstandich
beanflussen sich de unterschiedlichen Gewebe gegenseitig. Wie kann sich z.B. ein Knorpel mit
Stickstoff séttigen, wenn er gar nicht mit Gas in Berihrung kommt? Er séttigt aus den angrenzenden
Geweben, under gibt das N2 auch wieder in angrenzende Gewebe &' Das eine Modellannahme
trotzdem akzeptable Ergebnisse ausspuckt, darf nicht zu grundsétzlichem Mif3versténdnis fihren.

In der Biologie betrachet man dazu Pharmako- oder Toxikokinetiken.. Diese Kinetiken beschreiben
die Veranderungen von Fremdstoff konzentrationen im Organismus mit dem Ziel einer quantitativen
Vorhersage der Stoffkonzentration in einzelnen Organen zu einem bestimmten Zeitpurkt. Das
beschriebene Moddll ist nichts anderes as die Toxikokinetik von N2 im menschlichen Koérper. Die
Annahme von Kompartimenten ist in desem Bereich duchaus tblich, man urterscheidet dabei in
Resorptions-, Vertellungss und Eliminationskinetik. Im einfachsten Fal nimmt man eine
Einkompartimentenmodell und eine Kinetik erster Ordnurg an, das ogenannte Bateman-Modell. Im
Experiment gemessne Daten lasen sich praktisch immer nur durch Uberlagerung mehrerer
Exporentialfunktionen mit unterschiedlichen Eliminationskonstanten interpretieren. NB: Dieses
Vorgehen weist viele parallelen zu Moddierung, Analyse, und Entwurf von regelungstechnischen
Systemen auf.

Knadkpurkt dabei ist, daf? einfachere Modelle mehrphasige Prozesse nicht beschreiben konren. Die
Grunde fiur die Mehrphasigkeit liegen in der inhamogenen Verteilung eines Stoffes und
unterschiedlichen Transportgeschwindigkeiten.. Nun kurz gesagt, der menschliche Kdrper besteht
zwar aus einer endichen Anzahl von Geweben, alerdings lasen sich ihre Resorptions und
Eliminationskinetiken nu schlecht beschreiben. Dabei stehen ale Kompartimente mit dem
Kompartiment Blut in mehr oder weniger starker Verbindurg und in Verbindurg mit mehr oder
weniger zahlreichen Nacdhbargeweben. Wenn eine @nfache Modelli erung dieser Prozes= - wie das
Bihimannmodell - in der Praxis unter der Annahme, dal3 sich verschiedene Gewebe mit
unterschiedli chen Halbwertszeiten nicht gegenseitig bednflussen urd es auch keine Roll e spielt wann
man den Séttigungsvorgang betradhtet, brauchbare und sichere Ergebnis< liefert, ist das gut. Aber
eins ist sicher, das Modell beschreibt sicherlich nicht einen reden menschlichen oder sonstigen
Organismus, und s llte man nie aus den Augen verlieren.



Grundlagen
Zur Erinnerung Buhlmann's zentral e Séttigungsformel fur Redchtedkprofil e:
PtiG(te) = PtiG(t0) + [PliG - PHG@MO)*(1 - 27( - telt12) (Gl 1)

PtiG(t0) : Inertgasdruck im Gewebe zu Beginn der E Xposition [bar]
PtiG(te) : Inertgasdruck im Gewebe am Ende der Exposition [bar]

PliG : Inertgasdruck im Atemgas [bar]

te : Expositionszeit [min]

t12  : Gewebehalbwertszeit [min]

PliG - PtiG(t0): Druckgradient

Im Falle énes Rethtedkprofil s beschreibt er die Differenz zwischen der Gewebeséttigung zu Beginn
der Exposition und @m Séttigungszustand der sich nadh 'unendlich’ langer Zeit einstellen wirde. Je
grof¥er dieser ist desto schneller séttigt oder entséttigt sich das Gewebe. Fir die Praxis bedeutet das,
das Gewebe wird bei tiefen Tauchgangen schneller geséttigt als bel flacheren Tauchgéngen (gleiche
Tauchzeiten vorausgesetzt). Im Umkehrschluf3 Feifdt dies, das die Entséttigung in geringeren Tiefen
schneller vor sich geht. Daher versuchen Tabell en den Druckgradienten mogli chst nahe an tolerierten
Limit zu halten. Das ist ein Grund warum die Austauchstufen bel Dekompressonstabellen immer
flacher werden. Das Vorzeichen des Gradienten bestimmt die Séttigungsrichtung: ein pasitiver
Gradient bedeutet Aufsittigung ein negativer Entséttigung. Fir praktische Uberlegungen kann von
einer vollstandigen Séttigung bzw. Entséttigung nadh etwa 5*t12 ausgegangen werden. Nach deser
Zeit ist etwa 97% des Endwerts erreicht.

Da der Redcner fir gewohrich keine Funktion zur Berechnurg einer algemeinen
Exporentiafunktion, sondern nu die e-Funktion kereitstellt, ist es nétig die Darstellung von (Gl 1)
anzupassen. Durch Anwendurg des Potenzgesetzes a™(x*y) = (a"x)"y mita= e unda™x =2
folgt x = LN2 , damit ist 2%y = e”(LN2*y) . Wobei LN2 der Logarithmus von 2 zur Basis e ist.
Eingesetzt in (Gl 1) erhélt man:

PtiG(te) = PtiG(t0) + [PIiG - PUG@O)*(1 - e( - te*LN2/t12)) (Gl 2)

Der Menschliche Kor per als System

Grundegend fir das Bihimann'sche Modell ist, das eine Anderung des Druckgradienten eine
exporentielle Anderung des Séttigungszustands bewirkt. Dies Entspricht der Auffasaung, da ein
Gewebe (Kompartiment) ein Inertgaseicher ist. Da Bihimann davon ausgeht, dal3 sich de
modelli erten Gewebe nicht gegenseitig beaénfluseen und es auch keine Rolle spielt wann man den
Séttigungsvorgang  betrachtet, beschreibt das Modell ein lineaes, zeitinvariants System. Solche
Systeme werden klasdisch duch lineae Differenzialgleichurngen mit konstanten Koeffitienten
beschrieben. Eine besonders elegante Alternative dazu ist die Beschreibung des Systemes - unter
Zuhilfenahme der LaplaceTransformation im Bildbereich. Im Fall des Buhmannmodells entspricht
das Verhalten eines Gewebes dem eines PT1 Regelungsglieds. Die Ubertragungsfunktion eines
solchen Glieds ist als k/(1+tau*s) definiert, wobei k eine Propartionalit atskonstante unds die Laplace
Transformationsvariableist.

|
dP(t) --- >| Gewebe| --- >dPtiG(t)
| (TP) |



Die Anderung der Sattigung wird dann beschrieben durch:
L(dPtiG(t)) = L(dP(t)) * H_Gewebe (Gl 3)

L(dPtiG(t)) : Laplace Transformierte der Sattigungsanderung
L(dP(t)) :Laplace Transformierte des Druckgradienten
H_Gewebe : Ubertragungsfunktion des Gewebes

Um die tatsidliche Gewebeséttigung zu bestimmen darf die Vorséttigung nicht vergessen werden.
Die Behandlung geschieht analog wie bei physikali schen Systemen de éne Anfangsenergie besitzen:

L(PtiG(t)) = L(dPtG(t)) + L(PLIG(t0)) (Gl 4)

L(PtiG(t)) : Laplace Transformierte der Gewebesattigung zur Zeit t
L(PtiG(t0)) : Laplace Transformierte des Inertgasdruck im Gewebe zu Beginn
der Exposition.

Durch Einsetzen von (Gl 3) erhalt man:
L(PtiG(t)) = L(dP(t)) * H_Gewebe + L(PtiG(t0)) (GI 5)
Mit H_Gewebe = 1/1+tau*sfolgt

L(PtiG(t)) = 1/(1+tau* s) * L(dP(t)) + L(PtiG(t0)) (Gl 6)
tau . Zeitkonstante des Gewebes (Achtung: nicht Halbwertzeit!)

Anhand von dei Beispielen soll nun gezeigt werden wie man von der Modellvorstellung zu konkret
verwendbaren Formeln wie (Gl 1) kommt. Ziel ist es eine Formel zu entwickeln, de e einem
Programm ermdgli cht verschiedene Séttigungsvorgange mit einer Methode zu berechnen, ohre dabel
auf ein Interpalationsverfahren zurtickgreifen zu missen. Im konkreten geht es dabei um Auf- und
Abstiege mit konstanter Geschwindigkeit und das verweilen auf einer Tiefe. Bisherige Softwarepakte
berechnen de Séttigungvorgange von Auf- und Abstiegen duch Untertellung in viele kurze
Zeitintervalle, die dann jewell s fir sich als Wegstiick mit konstanter Tiefe gerechnet werden.

Dieses Verfahren hat mehrere Nadhteil e:

e Programiertechnisch missen Auf- und Abstiegsphasen urterschiedlich zu "verweilen auf Tiefe"
Phasen behandelt werden.

* Es bendtigt mehr Rechenzeit, da je feiner und genauer die Abstufung der Algorithmus n-Mal
abgeabeitet werden muf3.

e Durch endliche Wortlangen undRundurgsfehler akkumuliert sich der systematische Fehler.



Beispid 1: Redchtedpr ofil

Das Gewebe ist zu Beginn cer Exposition mit PtiG(t0) geséttigt. Zur Zeit tO andert sich der
Intertgasdruck im Atemgas von PtiG(t0) auf PliG. Dies ist der klasssche Fall von Bottomtime. Zu
Beredhnen die Séttigung nach der Zeit t.
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t=t0 t=te t=t0 t=t0
dP =PIliG - PtiG(t0) = const.
=> L(dP) = (PIiG - PtiG(t0))/ S
=> L(PtiG(t0)) = PtiG(t0)/ S
1 (PIiG - PtiG(t0)) PtiG(t0)
L(PLiG()= - * s +
(1+tau* s) s S

(PliG - PtiG(t0)) PtiG(t0)
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Nach der Rucktransformantion von L(PtiG(t)) ergibt sich
PtiG(t) = [PIiG - PHG(O)*(1 - e’ - ttau)) + Pti G(0) (G 7)

Fir t=te undtau = t12/LN(2) sind (Gl 2) und (Gl 7) identisch.



Beispiel 2: Auf/Abstieg mit konstanter Geschwindigkeit

Das Gewebe ist zu Beginn der Exposition mit PtiG(0) geséttigt. Zur Zeit 0 wadhst der Intertgasdruck
im Atemgas von PtiG(0) auf PliG Uber einen Zeitraum von te linea an. Zu Berechnen die Séttigung
nach der Zeit t.
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k =(PIliG - PtiG(0))/te = const.
dP = k*t

=>L(dP) =kis"2
=> L(PtiG(0))  =PtiGO) s

1k PtG(0)
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te*( s”2 +tau* s”3) s
k: Abstiegsrate
Nacd der Rucktransformantion von L (PtiG(t)) ergibt sich

PtG(t) = k*tau*[e’\( - t/tau) + t/tau - 1] + PtiG(0) (Gl 8)
Mit tau = t12/LN(2)

NB: Der Startzeitpurkt t0=0 wurde deshalb gewahit, weil sich dann der Druckgradient sehr leicht
transformieren 183t. Ware t0 <> 0 muf¥e neben der Achsenverschiebung der Anstieg mit einem
Einheitsgorung maskiert werden (=> dP = k*(t-t0)* Epsil on(t-t0)). Das ist zwar rechenbar, alerdings
unndiger Aufwand. Esist viel einfacher al e Zeiten vorher zu substituieren undauf t0 zu beziehen.



Beispid 3: Gaswecdhsel, Abstieg mit konstanter Geschwindigkeit

Das Gewebe ist zu Beginn cer Expaosition mit PtiG(0) geséttigt. Zur Zeit O steigt der Intertgasdruck im
Atemgas von PtiG(0) auf PliG(0) sprunghaft an (z.B. durch Atemgaswedsel) undsteig danach
kontinuierlich weiter auf PliG(te) Uber einen Zeitraum vonte linea an. Zu Beredhnen de Séttigung
nach der Zeit te. LOsung mittels Superpaosition.
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k = (PliG(te) - PIiG(0))/te = const.
C =PIiG(0) - PtiG(0) = const.
dP = C+k*t
=>L(dP) =C/s+k s"2
=> L(PtiG(0)) = PtiG(0)/ S
C 1 k PtiG(0)
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k: Abstiegsrate
C: Konstanter Teil des Druckgradienten

Nacd der Rucktransformantion von L (PtiG(t)) ergibt sich

PtiG(te) = [PliG(0) - PtG(0)]*(1 - e( - t/itau))
+ [PliG(te) - PIliG(0))/te*tau*[e”\( - teftau) + te/tau - 1] (Gl9)
+ PtiG(0)

Mit tau = t12/LN(2). Es gilt &hnliches wie bei Beispid 2. Da die Koeffitienten keinen
Einschrankungen urterliegen, kann man damit die Séttigung in alen Phasen eines Tauchgangs
beredhnen. Dieses Profil eignet sich gut fir den Einsatz in Dekompressonsprogrammen. Ein
Tauchgang kann duch Aneinanderreihung von Wegstiicken oliger Form recht gut angendhert werden.
Eine Sonderbehandiung von Auf/Abstiegsphasen entfallt somit. Ein Wegstlick ist beschrieben durch:

Pls : Inertgaspartialdruck zu Beginn der Exposition (~Starttiefe)
Ple : Inertgaspartialdruck am Ende der Exposition (~Endtiefe)
te : Dauer der Exposition (Zeit)

Fir Pls = Ple heil3t das nichts anderes als das die urspriingliche Formel (Gl 2) verwendet
wird (Grundzeit). Ist PIs<Ple befindet man sich in der Abstiegsphase, bei PIs>Plein der
Auftauchphese.



Durch eine @nfache Umformung erhélt man:

/| a \ / 1 1a \
Pti' = [PIs - Pti]|1 - e |+][Ple - PIs] |1+ - - - e |+Pti (GI10)
\ / \ a a |/

Pti': Gewebesattigung nach der Exposition (Kompartiment i)
Pti : Gewebesattigung vor Exposition (Kompartiment i)
a : Abklingfaktor - LN(2)*te/t12i (mit t1 2i: Halbwertzeit Kompartiment i)

Um den gesamten Séttigungszustand zu berechnen wird (Gl 10) fir jedes Kompartiment i einzeln
berechnet. Die Berechnurg des tolerierten Umgebungsdrucks bzw. des tolerierten
Inertgasgewebedrucks geschieht wie gewohrlich.

Einheiten: Grundsétzlich kdnren jegliche Zeit- und Druckeinheiten benutzt werden, all erdings sllte
man auf die korrekte Umrechnurg der Halbwertzeiten achten. A.A. Buhimann verwendet [min] und
[bar].

Literatur: A.A. Buihlmann: Tauchmedizin, Bronstein: Taschenbuch der Mathematik



